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MATRIKS HERMIT DAN FUNGSI MONOTON OPERATOR

| Irmatul Hasanah
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknology,

UIN Syarif Hidayatullah Jakarta
Email : irmatul hasanah@gmail.com

Abstract:  The Hermitian matrix is the nxn complex matrix which satisfy

A*= A where A* is adjoint of A and defined as A* = ET. The characterizations
of Hermittan matrix are umtarily diagonalizable and its eigenvalues are real. The
characterizations will be used 1o define a function of Hermitian matrix. A real-
valued continuous function f is called operator monotone on / 1f every
Hermitian matrix 4 and B which their eigenvalues on / satisfy 4 < B then
J(A) =< f(B). This paper deals with the examples of operator monotone which 1s

also operator monotone function and operator monotone which isn’t operator
monotone function.

Keywords: Hermitian matrix, unitary matrix, eigenvalue, operator monotone
function.

PENDAHULUAN

Suatu operator linier pada ruang Hilbert atas bilangan kompleks berdimensi hingga
dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks atas lapangan kompleks yang terkait dalam
basis tertentu. Matriks Hermit merupakan salah satu kelas dari matriks yang memiliki
karakteristik menarik, yaitu dapat didiagonalkan secara uniter dan nilai eigen berupa bilangan
real. Karakteristik-karakteristik ini akan dimanfaatkan dalam mendefinisikan fungsi pada

matriks Hermit.
Suatu fungsi real f kontinu pada interval / disebut monoton operator pada /

dinotasikan dengan f € P(/) jika untuk setiap matriks Hermit4,B vyang semua nilai
eigennya terletak di / dan 4 <8 maka f(A4)< f(B) [11]. Salah satu bentuk contoh fungsi
real, yaitu f(/)=a+ ¢t untuk setiap a€lR,/F>0. Fungsi tersebut merupakan fungsi
monoton pada bilangan real dan sckaligus fungsi monoton operator. Sementara fungsi
f(t)=t" pada [0,0) adalah fungsi monoton tetapi bukan fungsi monoton operator sebab

1 1 2 1 . . »
terdapat matriks positif 4= l 1), B=(] IJ sedemikian sehingga B— A positif tetapi
\

B*— 4% tidak positif. Berdasarkan contoh-contoh tersebut, pada artikel ini akan dibahas
mengenai sifat-sifat fungsi monoton operator. Selain itu, pada gnikel ini pun akan dibahas
lebih lanjut mengenai bentuk fungsi dari matriks Hermit, kaitan antara fungsi monoton

dengan fungsi monoton operator, serta syarat perlu dan syarat cukup sebuah fungsi monoton
agar menjadi fungsi monoton operator.
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LANDASAN TEORI

Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks adalah perluasan dari bilangan real, & . Bilangan kompleks menjadj
solusi dalam menyelesaikan persamaan-persamaan yang tidak memiliki solusi bilangan rea|

seperti x> +1=0. Curchill & James (1990) mendefinisikan bilangan kompleks = sebagaj
sebagai pasangan terurut = =(x,y) dari bilangan real x dan y. Bilangan x disebut bagian rea]
dari z, sedangkan bilangan y disebut bagian imajiner dari z. Bilangan kompleks z dapat
dituliskan pula sebagai = = x+iy dengan i* =—1 [2]

Suatu ruang vektor kompleks adalah himpunan ¥ yang dilengkapi dengan dua operasi.

Operasi pertama disebut penjumlahan yang memetakan setiap pasang vektor x dan y menjads
sebuah vektor lain yang dinotasikan dengan x+ y. Operasi kedua, disebut perkalian skalar

yang memetakan setiap vektor x dan setiap skalar kompleks ¢ menjadi vektor lain yang
dinotasikan dengan cx. Kedua operasi ini memiliki sifat-sifat sebagai berikut:
Aksioma 1. x+ y = y+x untuk setiap vektor x dan y di ¥ (hukum komutatif).

Aksioma 2. (x+y)+z=y+(x+:z) untuk setiap vektor x, y, dan z di ¥ (hukum asosiatif).

Aksioma 3. terdapat 0 yang disebut vektor nol sedemikian sehingga x+0=x untuk setiap
vektor x di V.

Aksioma 4. Untuk setiap vektor x di ¥ terdapat vektor -x sedemikian sehingga x+(—x)=0.

Ruang Hilbert
MacCluer [5] mendefinisikan hasilkali dalam sebagai berikut:

Definisi 1
Misalkan x, y € C". Hasilkali dalam standar dari x,y vaitu
<.,.>:C'xC'->C"

(x,¥) B y*x,
dengan y* merupakan konjugat transpose dari y . Untuk setiap x, v,z € C" dan skalar a € C
memenuhi
(1) <x,y>=<y,X>.
(2) <x,x>20 dan < x,x > =0 jika dan hanya jika x=0.
(3) <x+y,z2>=<xX2z2>+<y,z>,
(4) <ax,y>=a<xy>.

Sedangkan ruang Hilbert (kompleks) H didefinisikan sebagai ruang hasilkali dalam atas

lapangan C dengan hasilkali dalam sehingga H lengkap dalam metrik
|

d(x,y)=||x=yll=<x-y,x=y>* [5], [7].

Setiap hasilkali dalam dapat dikonstruksi menjadi suatu norm. Ruang Hilbert dapat
dibentuk menjadi suatu ruang bernorm. Dengan demikian setiap ruang Hilbert adalah ruang
bernorm.

Salah satu contoh dart ruang hasilkali dalam adalah ruang vektor atas lapangan
kompleks, yaitu

C' = {(x,, X ), x €C, l$:$n}.
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Dengan hasilkali dalam yang didefinisikan sebagai berikut:
<X, y>= fo;: )
=]

Lebih lanjut, C" adalah ruang Hilbert dengan metrik

I " :
d(x.,_,v)=<:.x—y,x—-_v>2 :_-.( (xf_yj)z)z.
i=]
Jika V' dan }¥ adalah ruang norm linear, pemetaan 7 : ¥ — I¥ adalah linear jika berlaku
T'(ax, +fx,)=al(x)+pT(x,).
Untuk setiap x,,x, €J” dan skalar @ dan f. Pemetaan T dikatakan operator linear terbatas
dari /' ke I jika terdapat konstanta berhingga C sedemikian sehingga || 7x||, <C |l x|,

untuk setiap x di I”. Selanjutnya, MacCluer [5] menotasikan himpunan dari semua operator
linier terbatas dengan B(H), yaitu

B(H)={7:H-—>1H|T linier dan terbatas} .

Adjoin dari Operator Ruang Hilbert
Matriks A=(a,‘}) berukuran nxn dengan entri-entri bilangan kompleks, konjuget

transpose dar1 A yang dinotasikan dengan A* adalah matriks nx» yang entr1 ke ¢, nya
adalah a.,. Matriks A yang terkait dengan operator linear 7, pada C" diberikan dengan
T,(v)=v untuk suatu ve C" ditulis sebagai vektor kolom. Untuk sebarang vektor v dan w

di C", <T,v.w>=<v,T,,w> dengan T,, merupakan operator adjoin dar1 7', [3], [3].

Proposisi 2 [5]
Untuk setiap 4 dan B di B(H) berlaku

(a) A**=A dengan A**=(A4*)*.
(b) (A+B)*=A*+B*.

(c) (aA)* — aA* untuk setiap a € C.
(d) (4B)*=B*A*.

Suatu operator 7 € B(I1) disebut Hermit atau self-adjoin jika berlaku 7* =7, yaitu
<Tx, y>=<x,Ty> untuk setiap x,yeH. Jika T Hermit, maka <7x, x> real untuk
setiap x € H dank arena Hermit, maka <7'x, x>=<x,/ x>,

Karakteristik Matriks Hermit

Definisi 3 [4] | o
(a) Matriks persegi atas lapangan kompleks /1 disebut Hermit jika berlaku A* = .1

(b) Matriks persegi atas lapangan kompleks /| disebut normal jika ALA* = (*
(c) Matriks persegi atas lapangan kompleks U disebut uniter jika Ult=U»*.

Setiap matriks Hermit adalah normal. Misalkan /1 Hermit, maka LA*= L1 =.1* 4 dan
setiap matriks uniter juga normal karena CU* =1=0U*1/
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Teorema 4 [4] :
Jika A matriks persegi dengan entri-entri bilangan kompleks, maka pernyataan berikut
ekuivalen

(a) A secara uniter dapat didiagonalisasi. o |
(b) A memiliki sebuah himpunan ortonormal yang terdiri dari 1 vektor eigen.

(c) A adalah matriks normal.

Teorema 5 |
Misalkan A adalah matriks normal. Maka vektor-vektor eigen yang berbeda dalam ruang
eigen A adalah orthogonal [4].

Matriks normal 4 dapat didiagonalisasi secara uniter dimana vektor-vektor kolomnya
merupakan vektor eigen dari A. Adapun prosedur untuk mendiagonalisasi sebuah matriks
normal adalah sebagai berikut [4]:

Langkah 1. Tentukan basis dari setiap ruang eigen matriks 4.

Langkah 2. Gunakan proses Gram-Schmidt pada setiap basis dalam Langkah 1 untuk
mendapatkan basis ortonormal untuk setiap ruang eigen.

Langkah 3. Bentuk matriks U yang kolom-kolomnya adalah vector-vektor basis yang
diperoleh dari Langkah 2. Matriks ini secara uniter mendiagonalisasi A .

Berikut ini teorema mengenai karakteristik dari matriks Hermit.

Teorema 6 [4]
Misalkan 4 e M (C") matriks Hermit, maka

(a) Hasilkali dalam <Ax,x >=x* Ax bilangan real untuk setiap x e C".
(b) Nilai eigen dari matriks 4 adalah bilangan real.

Bukti
(a) Dengan sifat hasilkali dalam, diperoleh <Ax,x>=<x,4*x> . Karena A4 matriks

Hermit, maka <x, A*x>=<x,Ax>. Jadi, diperoleh <Ax,x>=<x Av> Selanjutnya,

perhatikan bahwa  <Ax,x> =x*Ax . Dari hasil sebelumnya,  diperoleh

<Ax,x>=<x,Ax>=x*A*X=x*Ax_ Jadi, x* Ax = x* Ax (bilangan real).

(b) Misalkan A nilai eigen dari matriks 4. Misalkan x vektor eigen yang terkait A, maka

Ax = Ax . Perhatikan bahwa
A <X, X>=< AX, X = Ax,x >EEX, AX D= X, AX ;>:-,{ <X X5

Karena 4 =4, maka A bilangan real.

Konsep urutan pada matriks Hermit sangat penting dalam mendefinisikan fungsi
monoton operator. Sifat urutan yang digunakan, yaitu semidefinit positif;

Definisi 7
Matriks Hermit A€ M, (C") dikatakan semidefinit positif (ditulis 4> 0) jika <x, x> 20
untuk setiap xe C”. [I]
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Misalkan A,B matriks Hermit dengan A< 2B, maka untuk setiap xeC” berlaku
<x.(B=A)x>=x*(B-A)x>0).

FUNGSI MONOTON OPERATOR

Misalkan A matriks Hermit. Karena Hermit, maka A dapat didiagonalkan secara
uniter, artinya terdapat matriks uniter U/ sehingga A =UDU * dengan D matriks diagonal

/N
=l * = i

0 ... A
\ "
Misalkan f fungsi real yang monoton terdefinisi pada interval /. Jika A matriks

Hermit yang nilai eigen A, berada di 7/, maka fungsi dari matriks Hermit didefinisikan

dengan f(A)=Uf(D)U* dan

(f(A) .. 0

D)= 1 :

L0 )
Dalam mendefinisikan sebuah matriks atau operator, digunakan teorema berikut yang

dikenal dengan kalkulus fungsional.

Teorema 8
Misalkan A aljabar-C* unital dan @ unsur normal dari 4. Maka terdapat sebuah

homomorfisma =
@:C(o(a))—> A4

{ - a
dengan i fungsi identitas, yaitu 7: - — = dan ¢ sebuah isomorfisma * yang isometrik dari
C(o(a)) pada C*(a) yang dibangun oleh a dan 1 [6].

Definisi 9
Suatu fungsi real / kontinu pada interval / disebut monoton operator pada / dinotasikan

dengan / € P(/) jika untuk setiap matriks Hermit A, B yang semua nilai eigennya terletak di
J dan A< B maka f(A4) < f(B) [8], [9]

Contoh 1
Fungsi f(r)=a+ t merupakan monoton operator untuk setiap interval dengan a € R dan
p=0.

Misalkan A.B matriks Hermit dengan A<5 artinya B-/420. Akan ditunjukkan
bahwa /[(A)< f(B), artinya [f(B)-/(4)=0 sehingga fungsi f(f)=a+ /it monoton

operator. | |
’ Karena matriks A dan B Hermit, maka /1 dan B matriks normal. Unsur kesatuan pada

M (C) adalah matriks identitas 1 . Schingga berdasarkan kalkulus fungsional, terdapat

sebuah 1somorfisma *: |
@, . Clala)) > M (C)

[ e )
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Dengan sifat ¢, (/)= A dan », () =1 dan
¢, - C(o(a)) > M (C)
f Poef)

Dengan sifat ¢, (/)= B8 dan p,(1)=1.
Selanjutnya, pandang /(1) = o + ft. Maka
f(A)=a+ A
=a+ fi(A)
dengan i: 4 — A4 . Perhatikan bahwa
f(D=p,(f)=¢,(a+ pt)
=g, (al)+,(f1)
:aW‘.;(l)+)8{pA(’.)
=al+ [ A

Hal ini berlaku pula pada matriks Hermit B, yaitu
J(B)=a+ B
=a + [i(B)

dengan /: B — B. Perhatikan bahwa
S (B)=p,(f)=pz(a+ pt)
=%(a l)""ﬂa(ﬂi)
=a pg(l)+ S e, (i)
=al+ 0B
Kemudian untuk setiap x € C”, diperoleh
<x,(f(B)-f(A)x>=<x,((al + BB)—(al + fA)x>

=<x,(B(B-A)x>
=p<x(B-A)x>
20

Sebab £ 20 dan A< B sehingga fungsi /() =a + St merupakan monoton operator untuk
setiap interval dengan a € X dan /20,

Sebagai gambaran konkret, misalkan a =-2, /=35 dan f(¢) =-2+ 5r. Misalkan

. . 1 1 2 1
matriks Hermit A = - dan B = i

(1) Perhatikan bahwa
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S
o

)e C*. Akan ditunjukkan A < B. Perhatikan bahwa

Misalkan x = (‘r’

X,
<X (B-A)x>=((B-A)x)*x
=x¥(B-A)*x

G =)ol

(2) Akan ditunjukkan f(4)< f(B).

(-1 I/ >
(11 . N /J’z‘ /JE .
Karena A= Y 1 Hermit, maka terdapat matriks uniter U =| ] : sehingga
\/\[2_ /\/E/
0 0
A=U*DU dengan D=(0 2). Selanjutnya, dengan definisi diperoleh
f(A)=U*f(DU
1 l ~1 /0
|75 /ﬁ\(fm) NV
B | 0 f2))] 1 1
VA V& /B
] 1/ ) -] 1/ )
(75 /\5'(—2 ) YA
B 1 0 8)| 1 1
V2 / V2, / V2 / N2
(33
{5 3
. . . - (0,85 -0,53
Demikian untuk matriks Hermit 5, terdapat matriks uniter U =(0 53 0 85)

2,62 0

0 0,38]' Selanjutnya, dengan definisi

sehingga B=0"D"'U"™ dengan D':(

diperoleh
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S(B)=U"f(DYW™

0.85 -0.53\( f(2,62) 0 )(0.85 0.53]
=(0%53 0,35)( 0 /(0,38))1-0,53 0,85
0.85 —0.53\(11,09 0 Y( 0,85 0,53
2(0,53 0,85][ 0 —0,()9)(-0,53 0,85)

0,79 4,11
=(4,11 1,21)

Selanjutnya, perhatikan bahwa

3 )= 9,79 4,[1]_(3
FB=f=|, :

(6,79
1 =0.09

1,21

-0,09
-2,79

y

. 2 ;
Misalkan x = (3} e C°. Akan ditunjukkan f(A) < f(B).

Perhatikan bahwa
<x,(f(B)=f(A)x>=(f(B)- f(A)x)*x
=x*(f(B)-f(A4)*x

6,79 -0,09)(2

e 35 S5
-0,09 2,793

= 0,97

>0

Contoh 2

Fungsi /(1) =1* pada interval [0,o0) merupakan fungsi monoton tetapi bukan fungsi
monoton operator.

Misalkan A4, B e M (C) matriks Hermit. Oleh karenanya, A, B matriks normal. Unsur
kesatuan pada A, (C) adalah matriks identitas 1. Dengan kalkulus fungsional, terdapat

sebuah isomorfisma *:
@, . Clo(A) > M (C)

/S e )

Dengan sifat ¢ ,(1) = A dan ¢,(1)=1 dan
¢, Clo(B))—> M (C)

/o ef)

Dengan sifat ¢,(/)= B dan ¢,(1) =1.
Selanjutnya, karena /(1) =t° maka
f(d)= A
= i*(A)
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dengan i: A — A. Kemudian,
f(D=p () =p, ()
=, (D, i)
= AA
= A,
Hal ini berlaku pula pada matriks Hermit 5, yaitu
f(B)=8

=i*(B)

dengan /:B — B. Kemudian,

S(B)=p,(f) =0,(i°)
=@, (1), (1)
- B.B

= B*.

Kemudian untuk setiap x € C”, diperoleh
(x.(S(B)- f(A)x)=(x,(B" = 4 )x)
>0

. . . I 1 2
Sebagai gambaran konkret, misalkan matriks Hermit A=(l l] dan B=[l l] dengan
B— A positif seperti yang telah ditunjukkan pada contoh di atas, akan ditunjukkan B — A"

tidak positif. Perhatikan bahwa
. (1 1Y(1 1 2 2
A" — —
I 1) 1 2 2

o

Misalkan x = GJ e C*, maka x*=(2 3). Perhatikan bahwa

Karena B° — A tidak positif, maka dapat disimpulkan bahwa fungst /(1) = t* pada interval

|0,2) bukan fungsi monoton operator
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KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan pembahasan di atas, telah ditunjukkan bahwa tidak semua fungsi real

monoton merupakan monoton operator. Syarat perlu dan cukup fungst monoton f pada
interval / agar menjadi fungsi monoton operator adalah jika nilai eigen dari sebarang matriks
Hermit 4 dan B terletak pada interval / dengan A < B atau dengan Kata lain B-.1>0 dan
memenuhi kondisi /(B)— f(.1)=0.

Dalam artikel ini, hanya disajikan satu contoh fungsi monoton yang sekaligus monoton

operator dan fungsi monoton yang bukan monoton operator. Adapun contoh vang digunakan
hanya untuk matriks Hermit berukuran 2x2. Oleh karena itu, diharapkan pembaca meneliti

untuk matriks berukuran nx» dengan n>3.
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DAFTAR SIMBOL

C Himpunan bilangan Kompleks.
R Himpunan bilangan Real.

H Ruang Hilbert.

o] Norm.

()

Hasilkali dalam.
Matriks diagonal.

D .
d(e,*) : Metrik.

B(H) : Himpunan operator linier terbatas.

P(I)

: Himpunan fungsi monoton operator.

M, .(C): Himpunan matriks berukuran mxn.

o(a)

. Spektrum dari a .
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